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INTEGRACAO NUMERICA

DAS EQUACOES DIFERENCIAIS

Breve introducéo

Suponhamos que nos propomos determinar as linhas planas, de equagéo
y =17y (x), tais que o coeficiente angular da tangente, em cada um dos seus
pontos, seja igual a ordenada.

A equacdo que traduz a propriedade enunciada é

d—y=y ou -y —y=0.
dx

O eixo dos x, (y =0), € uma das linhas pedidas, bem assim a curva
exponencial y = eX, como se pode verificar. Diz-se entdo que, quer y =: e¥,
quer ¥ = 0 s@o solugdes da equagdo diferencial y' —y = 0.

Além das solugdes apresentadas, a equacdo admite outras, podendo todas
elas ser representadas por y = Ce* (onde C é uma constante arbitraria),
que se diz o infegral geral da equagdo dada e representa a familia das linhas
que gozam da propriedade apontada.

Fixado um valor particular para a constante C, ter-se-4 uma linha par-
ticular, elemento daquela familia, que se diz linha integral da equagdo dada.

No exemplo que estamos a tratar, poderd pedir-se a linha que, satisfa-
zendo as condigdes fixadas, passa num ponto qualquer (x,, y,) de R?%; o valor
correspondente de C é C = y,e—>. Neste caso, como se verifica, por cada
ponto de R? passa um e s6 um elemento da familia de linhas.
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Dum modo geral, uma equac¢io da forma
(P(x’ Vs y'7 ¥, “'y(n)) =0

envolvendo a variavel independente x, a variavel dependente y e as suas n
primeiras derivadas y’, y”, ... y(n), diz-se uma equacdo diferencial de ordem 7.
A solu¢do mais geral daquela equacgio é da forma

¥ = (x) Cl: sz C’n)

dependente de n constantes arbitrarias C, C,, ... Cp .

Nas aplicacoes das equacgdes diferenciais a resolugio de questdes técnicas,
muitas vezes (para ndo dizer quase sempre) interessa conhecer sdomente uma
solugdo particular da equagdo, isto é, a linha integral y = y (x) que satisfaz
a certas condigdes restritivas (condigdes iniciais ou condigdes fronteira) deter-

minantes das n constantes arbitrarias.

Assim, poderd pedir-se a solu¢do, ou linha integral, da equacdo de
2.2 ordem y”" 4- y — x = 0, que passa na origem e onde devera ser, por exemplo,
iy _,
dx '
que fixamos, determinam univocamente a linha integral e chamam-se condigdes
iniciais. Poderia, por outro lado, pedir-se, por exemplo, a linha integral
daquela equacdo que passa nos pontos (I, 1) e (3, 2); esta outra maneira de
individualizar a linha integral, a custa das chamadas condigdes fronteira
(ligadas a dois pontos), em geral traz maiores dificuldades de calculo, do que
a custa das condigdes iniciais.

Estas duas condigdes, ligadas a um ponto s6, y (0) =0 ey’ (0) = 1,

S6 um numero diminuto de tipos de equagdes diferenciais permite um
tratamento analitico simples e as equagdes que ocorrem nos problemas praticos
nem sempre estdo incluidas naqueles tipos. Usualmente, é necessario aplicar
um método numérico que permita o calculo de valores isolados da solucio,
isto €, que permita fixar pontos (x; y;) em nimero suficiente, da linha integral
procurada.

Trataremos somente o caso das equagdes diferenciais de primeira ordem.

As equagbes de ordem superior sdo redutiveis a sistemas de equacdes de
1.2 ordem.
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Suporemos ainda as equagdes sob a forma
¥ =Ffx 7

com a derivada expressa, explicitamente, em x e y e que se pretende a solugao
que passa num ponto (X, Vo)-

Para esclarecer o significado do conceito de solugdo de uma equagao
diferencial, imaginemos que se pretende a solu¢do da equagdo y'—y =20
definida para x > 1 e passando no ponto (1, 0).

Pelo que anteriormente se disse, é de esperar que a solugdo seja tnica,
o que aparentemente ndo sucede neste caso.

Com efeito, por exemplo, a fungao
0 para

além de verificar a equagdo diferencial, satisfaz as condigdes iniciais impostas
e, contudo, valores diferentes atribuidos a constante C conduzem a outras
tantas solucdes diferentes. Notemos porém que todas essas «solugbesy sdo
fungdes discontinuas no ponto x = 2, salvo a correspondente a C = 0.

Precisemos entdo o que se devera entender por solugdo de uma equagao
diferencial.

Definicdo de solugdo

Consideremos uma equagdo diferencial y’ = f(x, y) sendo f(x, y) uma
fungdo continua em x e y simultaneamente, num dommlo D(a< X < b,
ehohil e ). ;

Uma funcio y (x)/[a, b] diz-se solugdo daquela equagdo se admitir ﬁri-
meira derivada, y’(x), continua naquele intervalo (*) e tal que

vxela bl — Y@=/ [x, ¥ (0]

(1) A menos de um conjunto finito de pontos onde y’ (x), podendo nao estar deflmda
devera admitir, contudo, limites laterais.



Outra questdo que convém desde ja esclarecer é: uma equagio diferencial
admite sempre solugdes? quantas?

Teorema da existéncia e unicidade de solugio

Consideremos uma equacgdo diferencial y’ = f(x, y), sendo f(x, y) con-
tinua em x e y, simultaneamente, num dominio D2 (¢ < X< b, — © < ¥ < ).

Se existir uma constante L > O tal que, para todo o par de ntimeros
reais y,, ¥, se verifique a desigualdade

(1 | [ y)—F (% y)| < L|yi—Yal,

qualquer que seja x € [a, b], entdo, fixado um ponto qualquer (x,, y,) € D?
existe uma e s6 uma solucgdo, vy (x)/[a, b], contendo aquele mesmo ponto (isto
¢, tal que ¥ (xg) = ¥,).

A condi¢do (1) costuma ser designada por condi¢cdo de Lipschitz.

Antes de tratarmos da integracdo numérica, vamos, rapidamente, fazer
referéncia a dois métodos de integracdo [aproximados] das equagdes diferen-
ciais: a integracdo por séries e 0 método das aproximacdes sucessivas (Picard).

Integracdo por séries

Dada a equacdo y'= f(x, y), se pretendermos a linha integral que
contém o ponto (x, ¥,), admitindo que a solucdo pedida € susceptivel de
desenvolvimento em série de Taylor, segundo as poténcias de (x — x,), pode
escrever-se

’ 1

Yo (e rit L st

YX) =Yoo+ ¥o(x—xp) +

E a partir desta série poderemos calcular a solugdo com a precisdo que
se quiser.
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Assim, para calculo da solucido da equacdo y’' = x—y que contém o
ponto x, =0, Yy, =0 tem-se

y o =x—y Yo =0
y'=1—y Y =1
ylfl .= _'ylf ylff :} = 1
yrn);:_my(n—n | y(n) %(_1),1
j i
vindo
x4 X2 x4 x5 . X
Y=~ T T Tt T+

que facilmente se verifica ser o desenvolvimento em série de Machaurin da
solugdo y = e¢~* + x — 1. Notemos que nem sempre sera facil, ou sequer
possivel, exprimir a série obtida em termos de fungdes elementares.

Um outro modo de proceder é usar o método dos coeficientes indeter-
minados (apds garantias de convergéncia), escrevendo

Y=Yo+ @y (x —xp) + a5 (x —X0)%2 + ... + an (X —X)* + ...

substituindo na equacdo e igualando os coeficientes das mesmas poténcias
de (x — x,). Assim, no problema anterior teriamos

V=a, X+ QX% ... + anx"

que, substituindo na equacdo diferencial, da

a,+2a,x+ ... +na, xn—1 4+ .. :x—(alxjt‘a2 X2+ o apxt L)

E daqui, igualando os coeficientes, vem

alzo a1:0
1
2a0,=1—aq a2=7
3 gy=—a e L
3T 2 = 3‘
H ! —ln
ndn = —dp— Ap = )
mn!



Método das aproximacdes sucessivas ou de Picard

A equacdo dada é equivalente a dy = f(x, y) dx que, integrada membro
a membro, conduz a

[ay={["rwnax
sendo x, e x () pontos quaisquer de [a, b], ou
Yy =y )+ | f(x¥) dx.

A dificuldade esta agora no facto de a fungdo a integrar depender de Yy,
precisamente da quantidade que nos propomos calcular. Situa¢do analoga
ja nos apareceu nos métodos iterativos da resolu¢do numeérica das equacgdes.
E como entdo, vamos principiar por atribuir a y um valor aproximado y, (x)
e com ele calcular um wvalor

}un=%+fxﬂnmmww

possivelmente ja mais aproximado. Com este y, (x) calcular um y, (x), e assim
sucessivamente através da formula de recorréncia

Ya (X) = 3 fxf [x1 Yn— (X)] d x.

Pois bem: como veremos a seguir, satisfeita a condicdo de Lipschitz, a
sucessdo de funcdes {y, (X)} converge para a solugdo y (x) da equagdo que
contém o ponto (xo, Vo) '

Assim, se quisermos a solugdo da equagio y’ = x — y que contém o ponto
Xo = 0, yo =1, usaremos a férmula de recorréncia

yn(x):1+f’;[x—yn_1(x)]ax.

(1) Sem perda de generalidade, e no sentido de simplificar notacgdo, suporemos
sempre x > X,.
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Fazendo 1y, (x) vem sucessivamente

:yo(xo) = 1,

X x2
y1=1—}—f x—dx=1—x+ —
0 2

y2=1+f
=1+f

J’4=1“|“f (1~—x+xz—x—-l——)]dX=1—x+xé—x?3+

‘ x3
(1—x+—~)]dx=1——x+x2—?

x*® X x*
l —x + x2—"— dx=1—x 4+ x*——+ —
= gerg] | =T o

3 24

120 '

Se tivéssemos usado a integracdo por séries, obteriamos um resultado
coincidente com y, até ao termo de 4° grau, inclusive.

Em geral, a convergéncia é tanto mais rdpida quanto menor for a ampli-
tude do intervalo de integracao.

No quadro a seguir mostram-se os valores das sucessivas aproximacgoes,
bem como o valor exacto da solu¢gdo — que é y = 2 ¢—* - x — 1 — para alguns
valores de x

X Yo W Y2 Vs Va ¥
0,0 1 1 1 1 1 1
0,5 1 0,625 0,729 0,711 0,713 0,713
1,0 1 0,500 0,833 0,708 0,742 0,736
1,5 1 0,625 1,187 0,836 0,984 0,946
2,0 1 1,000 1,667 1,000 1,400 1,271

Nota — Uma vez introduzido o método de Picard, ¢ muito simples a demonstragio
dos teoremas da existéncia e da unicidade de solucdo.

Teorema da existéncia:

Principiaremos por provar a convergéncia da sucessdo de fungdes { y, ( x)}ea segulr
que funcdo limite, Y(x), ¢ realmente solu¢do da equacdo.

— 11



Visto ser

Y (X) =Y () + [¥2 () — 1 ()] + oo + [V () — Yp—1 ()]
pode dizer-se que {y, (x)} ¢ a sucessdo das somas parciais da série

oo
2 Vit () —yi ()], com  y, (x) = 0.

1=,

A soma desta série, se existir, € o lim y, (x).
n— oo

Ora, tendo em conta que

Yi+1 (X) =Y, +f FIx, yi (x)] dx

Vi (X) =Y, -I-f f 1% i (¥)] dx

vem, subtraindo membro a membro
X

Yi+1 (X)) — ¥ (x) = f [f (x, yo) —f (x, ¥i—)] dx

Xo

Sendo, como é sabido,

X X
| f [f(x) Yi) —f(x: y’b—l)] dx = f f(xy yl) -'_f (X, }’z—1) dx,
X Xy
se for satisfeita a condicdo de Lipschitz, vem
X X
f Fe ) —Fx, yi—) | dx <L f Yi () —Yi— (x) | dx
X Xy
e portanto
X
Vit () —yi(x) | =L f Vi (X) — ¥i— (X) | dx
Xo
que, para i = 1, conduz a
X X
Yo (X) — ¥1 (%) SLf }yl(X)myo(X) dX=Lf Y1 (%) | dx
Xo Xo

visto, como atras se fixou, y,(x) = 0.

X
Ora, sendo ¥, (x) =y (x,) '-;—J‘ FIx, ¥ (x¢)] dx uma fungdo continua no inter-
Xo

valo [x,, x|, € necessariamente limitada. Seja M um majorante de | y, (X) — y (x,) | qualquer
que seja o par (x,, x) tomado em [a, b].
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Entido temos

| Yo=Yy | = LM (x—X,)

X X (x_xu)z
Ve—Y: | <L Vo—V, | dXx < L*M (x—x)dx =L* M ———
- %, 2!
. X—X,)i
’ Yi+1—Yy | = LI M ( i,o)
onde, para simplificar a notagdo, y; representa y; (x).
b | —_ . - [L (x—Xo)] ,
A serie X |y1+1-yz- ¢ pois majorada pela série M X T, que ¢
i!

convergente (e cuja soma é M eL(x-xy),

A sucessdo de funcdes continuas {y, (x)} converge, pois, uniformemente em [a, b],
para uma funcdo continua que designaremos por Y (x)/[a, b].

Para provar que esta ¢ a linha integral que passa no ponto (x,, y,), basta verificar
a identidade

Y () —yo— f fx,y) dx=0
Ora

X
¥~y f f(x, y)dx
Xo

¥~V + f [f & yn-1)—F &, Y] dx

X
X
+L
X,

E dizer que {yn} converge uniformemente para ¥ em [a, b] significa que, dado um
niamero ¢ > 0, € possivel determinar um ntimero natural n, tal que para n > n, sempre ¢
| Y—yu| <€ € | Y—yu-1]| < & em [a, b].

| Y—yn Yn-1=Yy [ dx.

E entido

X
’ Y—yn—f fx,dx| <e+Le(x—x,) <e+L e(—a)
Xo

sendo o segundo membro desta desigualdade tdo pequeno quanto se queira. E dizer que

B == f [,y dx

arbitrariamente pequeno, equivale a afirmar que ¢, necessariamente, nula.

uma quantidade ndo negativa é menor do que um niimero

—13



Teorema da unicidade:

Suponhamos entdo que existiam duas solucdes y (x) e y, (x) da equacgdo diferencial
passando num ponto (x,, Vo).

Sendo solucdes, verificam as igualdades

s
y (x)=yo+f fx,y) dx

X
Y1(X) =0 +f [, y) dx
X
Subtraindo membro a membro, vem

¥~ ¥y =f [fex, ) —F(x, yi)] dx

Xo

Satisfeita a condicdo de Lipschitz, tem-se

| s
‘y—% 5Lf
Xp

Sendo y (x) e y; (x) funcdes continuas em [a, b] entdo | y — v, | é limitada; seja N
um namero positivo tal que N> |y —y,|.

Pe=y

Assim
| y—y:| <L N (x—Xx,) e de (1) vem, apos a integracéo,

(X—~X0)2
21

< L*N que, por sua vez, substituido em (I) conduz a

Iy_.vl

(xx—x,)*
31

<L3N

’y_yl

Dum modo geral pode escrever-se

N [L(x'—“xu)]i
i!

<

iy_"yl

cujo segundo membro € o termo geral de uma sucessao

infinitésima.

E se | y —y,| nao excede uma quantidade ndo negativa que pode ser tdo pequena
quanto se queira, necessariamente ¢ nulo. Isto ¢ y (x) =y, (x).

Depois desta introducdo as equacdes diferenciais vamos tratar a seguir,
propriamente, da sua integracdo numérica. Estudaremos, brevemente, os
dois métodos mais correntes: o método Preditor-Corrector e 0 método Runge-
-Kutta. Ambos sdo usados no calculo automdtico, embora o tltimo seja
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habitualmente o preferido por ser, em geral, o de mais facil programacao; nos
calculos a mao ou com maquina de secretaria prefere-se o primeiro método,
por, em geral, envolver menor trabalho de célculo.

Nos dois métodos, o intervalo de integracdo [x,, x] é decomposto, por pon-
tos de abcissa x;, i = 1, 2, ... n— 1, em intervalos parciais de igual amplitude
X;4+,—X; = h, no extremo de cada um dos quais se pretende calcular o valor
¥ (x;) da solucdo que, no primeiro método depende dos valores ja anteriormente
calculados nos pontos de abcissa x;-,, X;-5, ... € no segundo caso de valores
calculados em pontos do intervalo [x;-;, x;]. Notemos desde ja que algumas
vezes ha vantagem em, no decorrer do cdalculo, alterar a amplitude A.

Como habitualmente sucede nos problemas numéricos, usaremos também
formulas aproximadas, introduzindo erros de truncatura. Por efeito desse
erro de truncatura e possivelmente dos de arredondamento, os valores cal-
culados que daqui em diante designaremos por y;, em geral, ndo coincidem com
0s valores exactos y (x;). E como no calculo de y; intervém valores anterior-
mente calculados, ha que ter ainda em conta o aspecto acumulativo dos erros,
as vezes de efeito desastroso...

Método Preditor-Corrector

Suponhamos que a linha integral da equagdo y' = f(x, y) que passa
no ponto (x, ¥, € a linha L,. Uma primeira tentativa que se podera fazer
para, a partir do ponto inicial (X, ¥,),
prever a ordenada y (x,) do ponto de né’
L, de abcissa x,, poderd ser substituir (

a linha L, pela tangente, f, naquele /‘3 "Q'
ponto e sobre ela tomar o ponto de
abcissa x; cuja ordenada é

Yi=Yo+ (X1 —Xo) V'
:y0+h'f(x0’ yO)

cometendo-se um erro de truncatura de ",é
2.2 ordem com respeito a h. (;) ] 3°

Lo

Ylwe.)

2

h
(*) Esse erro ¢ =z V7 (xy + 6h).
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Seguidamente, a partir deste ponto (x,, y,) substituir a linha integral L,
que por ele passa, pela tangente e nesta tomar o ponto de abcissa x,, cuja
ordenada €

Yo=Y+ (Xa—X1) ¥'1
=Y+ h f(x, y1)-

‘Dum modo geral sera

Yi=Yia+h Yy oot 4 = by 2y on (I)

Este método simples de integracdo das equagdes diferenciais é conhecido
pela designacdo de método de Euler.

Como facilmente se vé, se o sentido da concavidade das linhas integrais
que passam nos sucessivos pontos (x;, y;) for o mesmo, o erro | y; — ¥ (X;) |
vai crescendo com 1.

Quanto menor for a amplitude i dos sucessivos intervalos, em geral,
tanto menor serd o erro de truncatura, agravando-se porém os erros de arre-
dondamento (o que pode contudo ndo ter qualquer importancia) e aumen-
tando a extensdo dos cdlculos.

A formula dos acréscimos finitos
Y(X) =Y+ (x—xg) . ¥ (Xo+ 6 )

permitiria resolver o problema de modo exacto, se conhecéssemos o ponto
Xo+ 6 h do intervalo | x, x[.

Numa primeira aproximacdo, e tendo em conta que 0s sucessivos inter-
valos tém a mesma amplitude, vamos substituir x, + 6 i pela abcissa do
ponto médio do intervalo. Nestas condi¢des faremos

Vo= Yo+ (Xa—Xq) V' (Xy)

ou
Ya=Yo+2h fx, ¥ (x1)]
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0 que equivale a substituir a linha L, pela recta que passa em (x,, y,) € €
paralela a tangente a L, no ponto de abcissa x, tomando nela depois o ponto
de abcissa x,. Ora as pardbolas de eixo paralelo ao eixo dos y, gozam dessa
propriedade: qualquer corda AB ¢ paralela a tangente no ponto de abcissa

i X4t Xg .
média, =4 "8 . [sto sugere que a foérmula que acabamos de estabelecer
deve ser exacta para equagdes com solugdes polinomiais do 2.° grau, isto ¢,
que o seu erro de truncatura deve ser de 3.2 ordem com respeito a A.

A aplicagdo desta formula exige o prévio conhecimento da ordenada,
y (x,), do ponto de L, cuja abcissa € x;. A sua determinagdo pode, por exemplo,
fazer-se a custa da formula de Taylor.

Y ) =y (o) + (o —x9 * (xp) + L35

2
Y (xe) 4 o

No caso presente poderiamos simplesmente tomar
Y1="Yo+ (X1—X¢) ¥'o

pois que, tendo um erro de truncatura de 2.2 ordem em h, vai introduzir um
erro de 3.2 ordem no valor de y, que é a ordem que, por consideracdes geomé-
tricas, aceitamos para o erro de truncatura da formula deduzida. Como neste
momento apenas conhecemos a ordem de grandeza dos erros, serd recomendavel
que se tome, pelo menos, mais um termo da série de Taylor...

Uma vez calculado y,, estamos entdo em condigdes de obter y; por meio
da formula
Ys=Y1+2h f(xs ¥5).

Note-se agora que um erro no valor de y, se vai manifestar em verda-
deira grandeza em y,; impde-se pois que y, tenha um erro de truncatura pelo
menos de 3.2 ordem.

Dum modo geral, teremos entao

Vigr=Yi, T 20 f(x, V) eom I=1; & .=
(”) sendo ;
he b )
= o+ 1S Y0+ | (—f) v (-i) 10 3]
2 0x X0y Yo 6y Xos Yo

que, com um erro de truncatura de 3.2 ordem, permite prever o valor de y, .
a partir do conhecimento dos dois valores anteriores, y, e ¥, _..



Vamos a seguir estudar, analiticamente, o erro de truncatura da férmula
preditora estabelecida.

Da equacao diferencial dada, y' = f(x, y), por integracdo entre >

e X, vem
Xit1  (ita
jdy: f(x, y) dx
Xi-1 xi-1
: donde
] i -
) . 14
: : Veea= Vg + jy’ dx
: | ' Xi-1
. h : h : Aplicand hecid dos t
. AL - AL plicando a conhecida regra dos tra-
M’L*l L L+l pézios ao calculo do integral, vem
..;x,‘/—{-l 2h - ; (2 h)3 P
y dx:j (Vi + Vg — T (6"
Xi-1
r r 2h3 e, ’
= h [yi-l“_yi.,.l]_'? ¥ (9)
onde My S0 28
Entio
2 h

Yoig T Vg P & [yli-1+y’i+1]—_:3— Yo

; ; i A 8 2 e

seria uma férmula ‘“‘exacta’ de integracdo. O valor Yo .=FG&_,y.)¢éja
; ’ g TR Ly

conhec1d0.. Para célculo de Vi, =F (., ¥y, ,) necessitivamos de conhecer

Y4 Precisamente o valor que procuramos.

Vamos tentar exprimir Vi, T Y, em fungdo do valor da derivada y’,

no ponto médio de [x X

i-1 z‘+1]'

Dada uma fungdo ¢ (x), «suficientemente regular», a média aritmética dos valores
que ela toma nos extremos de um «pequeno» intervalo [x — &, X 4+ h] do seu dominio
¢ «aproximadamente» igual ao valor da fungio no ponto médio desse intervalo. Com efeito,
supondo ¢ (x) admitindo segunda derivada em [x —h, x + h], tem-se

hz
cp(x+h)=¢p(x)—|-hcp’(x)+5 @ (x) X<x"<x+h

h? '
p(xX—h)=¢(x)—h¢ (x)-}—? g (x) x—h<x' <x
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donde

pOx—h) +px+h
2

—h_z @If (xl) + wli (xll)
2 2

@ (x) +

Supondo ¢’ (x) continua no intervalo [x’, x”’], entdo

p(x—h) +@(x+h =2¢ )+ h2e”’ (X com x—h <x <x + R

Nestas condicdes, fazendo ¢ (x) = ¥’ (x), vem

Vi F Ve =2Y+ 1y () Xp, <0< X,

E entdo

xi+1 _ 2h3
ydx=2hy, + h3y" (0) — —3—}"” (69

(% xi-l

Supondo o intervalo suficientemente estreito e a terceira derivada com
variacdes menosprezaveis no intervalo, poderd fazer-se

Y (0) =y (6) =y () com . <B 2% .
obtendo-se finalmente
' h3 ey
Yo=Y, T 20y + ¥ (0) (I11)

3
O erro de truncatura da férmula preditora (II) é %y’” (6,), de 3.2 ordem

com respeito a h.

Se integrarmos a equagdo entre x; e x;  , vem

Xit1 R Xi+1
fdyz y' dx ou yHl:yi—l—fy’dx
X; X X

i i

Usando de novo a regra dos trapézios, vem

h ! \ # h3 rrr
yi+1:yi+ 7[yi+yi+1]—ﬁy (62) (IV)
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Entdo, com erro de 3.2 ordem também, poderemos usar a féormula

Vers =Yt 5 UG 1) +F Gy Yo ™)

que permitira corrigir o valor y,  encontrado pelo preditor (IT).

Note-se que a designagdo de correctora que se da a esta formula, ndo
significa que o valor obtido seja, necessariamente, mais preciso do que o dado
pelo preditor, pois que, neste caso, ambas as férmulas tém um erro de trun-
catura de 3.2 ordem em 4. Quando muito, poderad dizer-se que o erro de trun-
catura, no corrector, é cerca da quarta parte do erro do preditor.

O facto de o valor de y, que figura no 2.2 membro do corrector, ser
substituido pelo valor aproximado encontrado pelo preditor (com erro de
3.2 ordem), em principio ndo altera a precisdo obtida pelo corrector; em face

do factor % esse efeito € de 4.2 ordem e portanto menosprezavel.

Supondo que a 3.2 derivada y””* ndo muda de sinal no intervalo, os erros
3 3
de truncatura % Y o(6y) e —% ¥ (6,) tém sinais contrarios. Entdo os

valores y; 4, obtidos pelo preditor e pelo corrector enforquilham o valor exacto,
0 que permite um controle da precisdo dos valores obtidos.

. Designando por p, e Ci+1 08 valores aprox1r'nados de y,_ , obtidos pelo
preditor e pelo corrector, respectivamente, a sua diferenca é

h3 rHrr e 5 e
Py gy = %44™ _§[4y (61) + ¥y (05)] ﬁ—ﬁh3}’ (0)
diferenca esta que, como se vé, é cerca de 5 vezes o erro de truncatura do

) ao valor obtido no

' : 1
corrector. Quer isto dizer que somando iy Pri—Ciay

corrector se devera obter um valor, em geral, mais proximo do exacto.

Notar que estas ultimas consideragdes s0 sdo validas de um modo geral,
na medida em que a 3.2 derivada tem pequenas variagdes no intervalo e, prin-
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cipalmente, em que os valores que figuram nos segundos membros sao exactos:
daqui a conveniéncia em obter o valor de y, (pela formula de Taylor por
exemplo) com precisdo extra.

Resumindo: em cada escaldo usaremos as formulas

Pyryy=DYi T 21Y,

h '4 '
ca‘+1:yi+7 et Yard
(V A)

onde Y,  =f(,, Piy)

, ‘ 1
e o valor final y,,  =¢/  + ry (Peyy =Lz

definindo o que se podera designar por “preditor-corrector de 2.2 ordem,
melhorado”.

Exemplo:

Determinar, numeéricamente, no intervalo [0 0,5], a linha integral da
equacdo )’ = 1 4 y?, que passa na origem.

Nota: a solugdo exacta, neste caso, é conhecida, y = tg x [ [0 0,5], 0 que
nos vai permitir o controle de alguns resultados.

Com vista ao uso da férmula de Taylor na determinacdo de y,, calculemos
as cinco primeiras derivadas

y.’ — 1 _’_ y2 J}’I —_— 2yyl yrll — 2.)/.'2 + 2yyrl
PE=0W P e LRT W0y 8y y" + 235"
Vamos tomar h = 0,1 (%).

() A determinacdo do valor de i de modo a obter uma dada precisdo, exige consi-
deracdes que ultrapassam estas breves notas sobre integracdo numérica de equacgoes dife-
renciais. Um método empirico corrente na resolugdo do problema, quando se usem
computadores automaticos, consiste em reduzir sucessivamente o valor de h até repetir
resultados (a menos do erro fixado), para dois valores consecutivos de h.
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Na tabela a seguir, y representa o valor exacto da solugdo (y=tg x);
p, e ¢, representam, respectivamente, os valores dados pelo preditor e pelo
corrector;

y; € o valor final: y,=c, + ;—(pi——ci).

Os calculos foram feitos em duplicado: num dos casos ignoram-se o0s
valores exactos, isto é, fizemos

Piv,=Yi, +20(1+y3

4+ 70 +U+p%. )
2

B = X1 h

os valores sublinhados foram obtidos aproveitando o conhecimento, que neste
exemplo temos, dos resultados exactos, isto ¢, fizemos

Pivy =Y 0 )+ 2R{1+ [y ()%

{1+ + (I +p%,)
2

b4 = V%) + &

Assim os valores sublinhados contém apenas o erro de truncatura [local],
enquanto os ndo sublinhados sofrem ainda o efeito da propagacio dos erros
cometidos nos escaloes anteriores.

108 108/5
* y Yi Py & /
by —G Pi — &
0 0 0 = — = -
0,1 0,100 334 0,100 334 — — — —_
0,2 | 0202710 | 0,202705 | 0,202013 | 0,202878 | — 865 — 173
0,202705 | 0,202013 | 0,202878 | — 865 — 107
0,3 0,309 335 0,309 315 0,308 553 0,309 506 — 953 — 191
0,309 338 0,308 554 0,309 534 — 081 — 196
0,4 | 0422792 | 0422767 | 0421841 | 0422006 | — 1155 =231
0,422785 | 0421857 | 0423018 | — 1161 — 232
0,5 0,546 302 0,546 259 0,545 061 0,546 558 — 1497 — 299
0,546 286 0,545 086 0,546 586 — 1500 — 300
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Na tabela que se segue apresentam-se alguns valores resultantes da
comparacao entre os do quadro anterior. '

Assim na 2.2 coluna, 10 [y (x,) — y,]; figuram os erros dos valores finais
nas condig¢des habituais (presentes, portanto, os erros de truncatura e de pro-
pagagdo, sendo menosprezaveis os de arredondamento).

Na 3.2 coluna, 108 [y (x;) —y;], figuram os erros de truncatura somente
(no par preditor-corrector, sem intervirem erros de propagagéo); notar que o
p; , que figura no corrector foi o calculado pelo preditor, podendo-se entao,
de certo modo, falar em propagacdo de erro no sentido preditor-corrector.
Como era de esperar, os valores da 3.2 coluna sdo menores do que os da 2.2
(comparacdo dos valores absolutos).

Na 4.2 coluna, 10¢ [y (x,) —¢;], temos o erro (de truncatura - propagagéo)
que cometeriamos tomando para valor final o dado pelo corrector, sem entrar

e N "
em conta com a correcgdo T (p;—¢;). Como se vé, comparando com a

2.2 coluna, a introducdo deste termo correctivo reduziu o erro de cerca de
10 vezes.

Na 5.2 coluna, 108 [y (x;) — ¢;], figuram os erros de truncatura cometidos
tomando como final o valor dado ﬁalo corrector obtido sem erro de propagacéo;
contra o que a primeira vista seria de esperar, sio maiores do que os da coluna
anterior; isto significa que, no caso presente, os erros de propagagdo sio de
sinal contrdrio do dos erros de truncatura.

Finalmente, na 6.2 coluna, 10° [y (x,) — p,], sdo apresentados os erros
dados pelo preditor. Como se vé por comparac¢ao com a 4.2 coluna, é também
nitida a melhoria dos resultados, utilizando o corrector.

108 108 108 108 108
Tl ovey—y, | vey—m | vep—q | ye)—a | ve)—p,
0,2 14 14 — 159 — 159 — 706
0,3 20 —3 — 171 — 199 — 782
0,4 25 7 — 204 — 226 — 052
0,5 43 17 — 284 — 284 — 1241
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of

Notemos que se for
0y

< 1 na vizinhanga do ponto (x;, ,, ¥;. )

a formula do corrector
h
Yo=Y+ o [f G ¥ +F Gy Vit )]

permite, por iteragdo simples, melhorar o valor de y, . que porventura tenha
sido obtido grosseiramente. Esta a razdo por que a formula se diz correctora,
Nédo devera porém perder-se de vista que ela tem um erro de truncatura
(de 3.2 ordem) e que, portanto, qualquer que seja o nimero de iteracdes rea-
lizadas, ndo se podera ultrapassar a sua precisao intrinseca.

Pensando no caso de um computador automdético na resolugdo do nosso
problema, utilizando a férmula do preditor de 2.2 ordem que acabamos de
estabelecer, terd de se efectuar o célculo preliminar de y; (pela formula de
Taylor p. ex.). Isto é, s6 depois de dispormos dos dois valores iniciais y, e y,
se fica em condig¢bes de aplicar, sucessivamente, o grupo preditor-corrector.

E certo que se podera usar o preditor d(?, ]lf:l.llel‘ Y= Noai S0 Yy s (corp
erro de 2.2 ordem) que apenas exige um valor inicial, y,, combinando-o a seguir
com o corrector de 3.2 ordem. A aplicagdo composta preditor-corrector, neste
caso, teria ainda um erro de truncatura de 3.2 ordem; ficariamos porém

impossibilitados de efectuar a correc¢do final é— (P, —¢).

Uma vez terminada a integracdo e tomando os valores finais como
iniciais, poderd efectuar-se a integracdo em sentido contrario (mudando A
em —h). Da comparagdo entre os valores obtidos [a ida e a volta] poderdo
por-se em evidéncia possiveis erros ou enganos de calculo, bem como *“insta-
bilidades” resultantes do efeito acumulativo acentuado dos erros de propagacao.
Sera boa norma usar nos calculos um ntimero de algarismo significativo elevado,
de modo a que os erros de arredondamento sejam menosprezaveis.

No quadro a seguir apresentamos os resultados obtidos a partir dos valores
finais y; e y, e fazendo h = —0,l.
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. 108 L 108
Xt Vi p; % p; — ¢ 5
! : Pi i
0,5 0,546 259 — — —_ —
0,4 0,422 767 — - — _
0,3 0,309 311 0,310 519 0,309 009 1510 302
0,2 0,202 688 0,203 632 0,202 454 1168 234
0,1 0,100 317 0,101 095 0,100 123 972 194
0,0 — 0,000 014 0,000 675 — 0,000 186 861 172

A formula mais geral, correntemente usada no método Preditor-Corrector, de inte-
gracdo das equagdes diferenciais y’ = f(x, y) ¢

r

4G Y-t h 2 b ¥, (VI)
j=0 I=-1

Ty

1=

sendo a; e b coeficientes escolhidos habitualmente sob a condicdo de a férmula ser exacta

para equagdes diferenciais com solucbes polinomiais.

Se for b.; =0, entdo y, , exprime-se em valores ja préviamente determinados.
A férmula é preditora, efectuando uma extrapolacio.

Se for b.1 = 0, aquela equagao definira Y11 COMO funcdo implicita de valores prévia-
mente determinados. Trata-se ainda de uma extrapolagdo. Por vezes o valor de y;,,
¢ obtido por iteracdo a partir de um valor aproximado, corrigindo-o.

Nota — Como é sabido, uma condicdo de suficiéncia de convergéncia do processo
iterativo é que, designando por k o supremo do conjunto dos valores de

na vizinhan¢a do ponto (x,

+v Vg 4+ se verifique a relagdo

8y
Bidlbog 12k = 1

Repare-se ainda que tal convergéncia se faz para uma raiz da equagdo (VI)
e ndo necessariamente para a solugdo exacta da equacdo diferencial: além

do erro de truncatura ha que ter em conta que as quantidades intervenientes
em (VI) nfo serdo por sua vez exactas.
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A féormula preditora Yegr1=Yi T+ 2h y’i, atras estabelecida, corresponde ao caso
particular de ser :

1
e para a correctora y, , | :yiJrE_ (J"i+3"i+1) e r=0, a,=1, 'b_,=—e b =—.

Um método de determinacdo dos coeficientes a; e b; € o conhecido método dos coefi-
cientes indeterminados.

Suponhamos que pretendiamos que a férmula (VI) fosse exacta para solugdo poli-
nomiais de grau s. Estabeleceremos entdo s 4 1 equacdes lineares nos 2 r 4 3 coeficientes

aj. e bz'

Assim, para y = A (grau zero) temos
r
Ay =2 a; A, equagao homogeénea em A equivalente a
i=0
=X a.
J
Para y = A x vem

Alxz.Jr1 =j a; Al_xi_j 4+ 2 bl A]

homogénea em A, equivalente a

Xit1 :‘;:ajxi~j+h;2bl

Para y = A + A x vem o sistema das duas equagdes escrita atras.

Sendo entdo y =A + A x+ .. A;x% a solugdo da equacdo diferencial, as
s + 1 equacdes que se obtém de (VI), sendo homogéneas em cada um dos coeficientes do
polindmio, podem escrever-se fazendo simplesmente

y=xm com m=0,1, 2, ... s.
Quer dizer: os coeficientes a, e b, ndo dependem dos coeficientes do polindmio.

Notemos também que se na equacdo diferencial mudarmos x em X—X, 0 polinomio
solucdo sofrerd uma translacdo paralela ao eixo dos x de amplitude | x; | que se manifesta
por uma alteracdo no valor dos seus coeficientes, ndo sendo portanto afectados os coeficientes
a; e b, Quer isto dizer que, sem perda de generalidade na formacdo das s 4 1 equagdes,
se podera supor x; = 0; assim a equacdo X4 =2 a; X _; + h X b pode escrever-se

. 7 N
h=a, .04+a (—B)+a (—2h)+...a,(—rh)y+ h }E‘.’bl
ou
r
h=h 2 a (—j)+hZb
j=b 4, !

que, sendo homogénea em h, se pode escrever

1=Za (—))+2Z0b .
i !
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De um modo geral, sendo as s + 1 equagbes homogéneas nas sucessivas poténcias
de h nao se perde generalidade fazendo h = 1.

E deste modo as equagdes sio

.
l=2Z a; para m =20
j=0
r r

(VID) | 1:—21a+2bl para m =1

=0 7 1=u1

r r

=2 (—jm a +mxb (—hm-1 para m =2, 3, ... s.

! j=0 l=-1

Se o numero de coeficientes, 2 r 4 3, for igual a s ++ 1, o problema, em geral, tera
solucdo tnica (sistema de Cramer).

Se for 2r + 3 > s 4 1, disporemos em geral de 2r —s + 2 coeficientes, desempe-
nhando o papel de parametros arbitrarios, que poderdo ser escolhidos, convenientemente,
no sentido de conseguir determinados efeitos.

Exemplo:

Determinar os coeficientes em

yi+1 = a()yi + h (b—l y’i+1 & boyli)
de modo a ser exacta para polinémios do 1.0 grau.

A equacdo dada corresponde ao caso de ser r — 0; e tratando-se de um polindmio
do 1e grat ¢ s =1. Entio vem.

1 =a,

1 = b-l + bo
e portanto

'V’Z'|‘1 :.'Vz +h [(1 "'bo) y1i+1 = bo yli]

sendo b, um parametro arbitrario. Fazendo b, = 1, teremos uma férmula preditora; e para
b, =+ 1 sera correctora.

Os trés coeficientes podem ainda ser determinados de modo que a férmula ainda seja
exacta para polindmios do 2.0 grau.

Entdo, para s =2 vem

1l =a; TN
1=b-1+b0 1
by = —
ou 2
1 =2b-3, (1) +28,.(0) =2b-
1
R, =
— 27
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Donde
h : :
Yirr =Rt Ui+

formula ja encontrada.

Da equ.agéo diferencial dada y’=f (x, y), por integracao entre x, e X, .
vem, como ja atras vimos,

Xit1
yi+1:yi-1+ y’dx
Xi_q

E se usarmos a regra de Simpson no calculo do integral, temos
. o el B
yi-’—l:yi_l—l_ ? [y3_1+4y@+ yi+1]_ % y (62)

com X,  <0;<Xx;_ . .

A férmula

h ’ . f‘ !
Vs 5™ Fgeq T EY Vs s + 47 # Vil

€ pois uma férmula correctora, com um erro de truncatura de 5.2 ordem em 1/,
exacta para polinomios do 4.0 grau.

A partir de (VI) pode obter-se a seguinte formula preditora, exacta para
polinomios de 4.° grau também,

4 4 r &
yi+1:yi-3+_§—h(2yi_yz‘-1 I 2yz‘-2)

com um erro de truncatura

14
T =-—hn yv (6,).
45 ¥V (6,)

O método de integracdo de equacgdes diferenciais que utiliza estas duas
formulas preditora-correctora é conhecido pelo nome de método de Milne.
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Designando por p, . e ¢, , respectivamente, os valores do preditor e
do corrector que acabamos de estabelecer, entdo o valor exacto da ordenada
no ponto de abcissa x; . ¢

y(xq;_H_) = pi+1 + P h5 y(V) (61)
ou
Y&y = 6oy + C 15y (6,)

sendo P=E e C:———I.
45 90

Eliminando entre as duas equagdes y (x,, ) e supondo

i+1
YW (8) = YV (6) = y¥) (6)

vem
Pysy = Sppy = (E— P PN (6)

e portanto para valor final

C
Yi+1T %41+ C_p Py 43— Cita)
isto é

|
yi+1:6i+1+ E (pz'+1_cz'+1)'

Por outro lado ainda, se tivermos em conta que os valores de yV) (6) de
escaldo para escaldo, em geral, pouco diferem, poderemos estimar um valor
para o erro de truncatura do preditor, fazendo

(C— P) b5 Y™ (6) = py—¢;

onde p; e ¢; sdo os valores calculados no escaldo anterior. Nestas condicdes
teremos um preditor melhorado, fazendo

. P
pz‘+1=pi+1+6j}§(pi_’ci) *)

neste caso

28

— =) .

Poga=Paqy—

(") Uma correccdo deste tipo podia, também, ter sido feita no preditor de 2.* ordem,
atras referido em (V A).
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Resumindo: o método de Milne, melhorado, sera representado por

4 r ! i
Pion™= YyqT —S“h(2yi—yi-1+2yi-z)

28
Piy.= pi—&—l——g(pi—ci)

o h , ’ VIII
cz’+1:yi-1+_3—(y’i-1+4yi+yi+l) : )

onde y', . =[x, Ezﬂ)

. 1
e o valor final yHl:cHlJrg By = B o)

O método de Milne apresenta um forte inconveniente: pode mostrar-se

Y , e o e g
que, se for 6—f— < 0, a formula do corrector nao é estavel. Significa isto que
¥
qualquer erro (de truncatura ou arredondamento) cometido num dado escaldo
tende a propagar-se, com grandeza crescente, aos escaldes seguintes. Por

esta razdo nio ¢ aconselhavel o uso das formulas (VIII), a menos que o niimero

o f

de escalGes seja pequeno ou se saiba que ¢é P »0. ()
y

Existe um método devido a Hamming que goza das vantagens do de
Milne e é estavel. Com o mesmo preditor que o de Milne, usa como corrector
a formula

1 3 7 / r
yi+1 _—_? (9 yi—yi_g) . _g" h (y7+1+ 2yi_y'£-1)

que tem um erro de truncatura

1
T = — — k5 yV) (9.
10 yV)(6')

(*) Ver pagina 182 e seguintes de «A first course in numerical analysis» por A. Ralston.
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Entdo, em cada escaldao, o método de Haming usara as formulas

4 ! /’ /
pm:yi-ﬁ?h@yi—h-ﬁ2.%-2)

112
Pegi™= Pray _1‘,)_1 (P, —¢)

1 3 ; ; ; IX)
ci+1:?(9yz‘_yi-g)+?h(yi+1+2yi‘—yi'l) (
onde y'; ., =f(;,p Py

: 9
e o valor final y, =¢_  + T B s 1 o

Para podermos utilizar qualquer dos 2 métodos de 4.2 ordem de integracéo
das equacoes diferenciais a que nos referimos (Milne e Hamming), necessitamos
conhecer os valores da solucdo em 4 pontos consecutivos, quando habitual-
mente se conhece apenas y (x,) = ¥,.

A féormula de Taylor podera resolver a dificuldade. Como a precisdo
do resultado do desenvolvimento de Taylor decresce com o afastamento do
ponto, podera, a partir do desenvolvimento na vizinhanca do ponto (x,, y,),
calcular-se y.,=y(x,—h), y2=y(Xx,+h) e y,=y(,+ 2h) embora
Y-1=Y(x.,) =y (x,—h) possa nao ter 'significado fisico.

Outro modo de proceder serd usar o preditor-corrector de 2.2 ordem
com o qual, a partir de y, e y,, se calculariam y, e y;. Notemos, porém, que
0s 4 valores iniciais devem ter uma precisdo que ndo deve ser inferior a que se
val exigir a seguir, no preditor-corrector de 4.2 ordem. Significa isto que,
em principio, no preditor-corrector de 2.2 ordem se devera usar um valor de &
que conduza a precisdo requerida, menor certamente do que o valor que vai
tomar no preditor-corrector de 4.2 ordem.

Outros métodos de determinacdo dos valores iniciais poderiamos ainda
citar (ver p. ex. Ralston): deles destacaremos o de Runge-Kutta que, como
veremos ja a seguir, ndo s6 permite determinar os valores iniciais, mas ainda
toda a solucio.
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Método de Runge — Kutta

Consideremos uma parabola de eixo de simetria paralelo ao eixo dos y.

E imediata a verificacdo de que o coeficiente angular de uma corda P, P,
¢ igual & média aritmética dos coeficientes angulares das tangentes nos pontos
P, e P, da parabola.

Assim, se a linha integral da equagdo y'=f(x, ¥) que passa num ponto
P, (X, ¥, for uma tal parabola, o valor da ordenada y, no ponto de
abcissa x; € :

Yo+ _

Vi = Vg + (X — %) 2

h
Yo + 7 @+ Yy
onde

Yo=J (e Yo) € Vi = f (% Y1) -

0 calculo de y’, exige o conhecimento de y,, precisamente a quantidade
que nos propomos determinar.

Ora
J’1:J/0+hy’o+R2=yO+K1+Rz
sendo
hZ
R2=—2—!y"(x0+6h)‘ com 0<0 <1
e.
ky = hf(Xe Vo) -
Entdao vem

0
o Pl Vot K+ RO =] [0 25+ B + a—j: R,

sendo s—f calculada num ponto (x;, ¥, + k; + 0 Ry) sendo 0 < B =1,
7

Deste modo

of

—h——3 0 h
o P .
sv 21 ¢ ( 0 )

1 1
y1:y0+ ‘2—[]{1 . hf(xlv Yo+ kl)] ‘}‘_2'
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Portanto, com erro de truncatura de 3.2 ordem vem
1
Yi=FoT —2“ (kl I kz)

sendo k, = hf(x), Yo+ ki) = hf(xo 4+ h, ¥o -+ ko).

Sistematizando, podemos escrever o grupo de formulas

kl = h f (xm yo)

ka=h f(xog + h yo+ k)

1
Vo= Yot DY (ky + ko)

cuja generalizacdo

KO =hf(x, )

KO =k f 0+ byt kD) -

1 : ;
Vier=Ys -+ ? (k('l) = ]{)(12)

com erro de 3.2 ordem em /i, permite avancar um escaldo na integracdo da
equacdo Yy’ = f(x, y).

O método de Runge-Kutta resulta por sua vez de uma generaliza¢do, a
outras ordens de aproximacao, das consideracdoes que acabamos de apresentar.

Dum modo geral, podera fazer-se
KO =h f(x, )
kD =h f(x,+ ah, yi + a k)

k@ =h f(x,+bh y, + BkD + y kD)

Yoy = Yo+ W EQ 0 6P + W 0D + .



sendo os diversos coeficientes a, b, ... a, 8, y, ..., Wy, W,, ... determinados sob
a condigao do resultado ser exacto para solucdes polinomiais.

Assim, se nos limitarmos as formulas
KD = h f(x, ¥,
k® =h f(x,+ah, y,+ akd)
Vie, =V +w kO +w kD

e pretendermos os coeficientes de modo que o resultado da sua aplicacdo seja
exacto para solugdes polimoniais do 2.2 grau (erro de truncatura de 3.2 ordem
em h), identificaremos os primeiros termos do desenvolvimento em série de
Taylor, da solugdo exacta da equacdo, com a solucdo aproximada definida pelas
3 féormulas atras.

Desenvolvendo entdo em série de Taylor a solucdo exacta, limitando o
desenvolvimento aos termos do 2.° grau, vem

Y, ) =y, + h) = ya)+nﬂ%yy+—(§kw'g) 3

No caso da solucdo aproximada teremos
Vi, =V +w hfO, y)+w, hf(x;+a h y,+ a k®)
= .Vi = Wl hf(xz" y@) T w2 hf (Xi, yg) -+

d k(‘) )
o L Ko

w, h?| a
+2[6x hay

]+9q

Identificando os dois polinomios vem

1’1}1 ‘{* W2 — ]
1
We @ = —2“
k@ y’i 1
Weth — — ou Wy ot = ——
h 2
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desempenhando a o papel de parametro arbitrario. Assim, fazendo a = 1,

vem w; = Wy = ;—, obtendo-se entdo as férmulas (X).

A formula de Runge-Kutta mais usada nos computadores autométicos
¢ a de 4.2 ordem (erro de truncatura de grau 5 em f) que se segue

k@ = hf(xi’ yz)

(1)

2
) h k@
kD =hf (xi -+ ?, ¥ 7) (XTI)

kD= hf(x,+ h y, + kD)

Vi, =Y+ é_ (kD + 2 kD + 2 kO 4+ kD)

e cuja programacdo ndo oferece dificuldades:.

O acréscimo, y, —,;, em cada escaldo, ¢ pois uma média pesada dos
acréscimos k@, k@, k@ e k@ correspondentes as inclinagdes das tangentes as
linhas integrais, em pontos da «proximidade» de P, (x,, ¥,).

Assim k(@ ¢é o acréscimo correspondente a inclinacdo da tangente a linha
integral L, que passa em P, (x,, ¥,); k& € o acréscimo correspondente a incli-

nagdo da tangente a linha integral L, que passa no ponto P’, (xi—l—-lzl—,

)
¥; + kzl) 5 B

— 35



Exemplos:

Para finalizar, vamos de novo determinar a linha integral da equacio
Y= 1+ y? que passa na origem, usando o método de 2.2 ordem, definido
em (X), e 0 método de Runge-Kutta.

Pela aplicacdo do método de 2.2 ordem, temos

y=1+y* O=h(1+y? KkK=h[l+(y,+ kD

yi+1:yi+%(llf(i)+k(?) sendo h:o,] e x(]:y(]:O

X k® k@ 7, 108, A,
0,0 - = 0 0

0,1 0,100 000 0,101 000 0,100 500 — 166

0,2 0,101 010 0,104 061 0,203 036 — 217

0,3 0,104 122 0,109244 | 0,309 719 — 384

0,4 0,109 593 0,117 582 0,423 307 — 515

0,5 0,117 919 0,129 293 0,546 913 —B11

sendo A, =y (x;) —y,, neste caso A, =tgx,—y, o erro introduzido na
integracdo numeérica. Usando nos célculos niimeros com 6 algarismos signi-
ficativos, tivemos em mente que os erros de arredondamento fossem menos-
prezaveis; os valores de A, sdo pois efeito do erro de truncatura e de propagacio.

Neste exemplo, o erro deste método € cerca de 10 vezes maior do que
0 obtido com o preditor-corrector de 2.2 ordem melhorado e da ordem de
grandeza do ndo melhorado.
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Pelo método de Runge-Kutta obtivemos os seguintes resultados

Y=1+y, kO=h(l+yp, k(,?:h[l 3 (y,ﬂt

k(;',)zh[1+ (yi+

R0

=

j20)

2

Vie,=Yi+ é_ [k® 4+ 2 k® + 2 k© 4+ k@] |

Nk

)] re=rn ok,

€O Xg=¥;=10 e i1 =01 e h = —0,1, sucessivamente

X, k® k@ k@ k@ Vi HOF.A
0,0 — — — — 0 0
0,1 0,10000000 [ 0,10025000| 0,10025125| 0,10 100503 | 0,10 033 488 | — 22
0,2 | 0,10100671| 0,10227522| 0,10229439| 0,10410586| 0,20271018| — 15
0,3 0,10 410 914 0,10 649 051 0,10655 132 0,10956 426 | 0,30933636| — 11
0,4 0,10956890| 0,11325840( 0,11339308| 0,11787002| 0,42279334| — 13
0,5 | 0,11787542| 0,12320648| 0,12 346 400 o,lﬁ 083971 | 0,54 630269 — 20
0,4 |—0,12984 466 |—0,12 317 271 |—0,12 349 499 |—0,11 787 664 —6,42 279324| — 3
0,3 |—0,11 787 541 |—0,11 323 909 |—0,11 340 832 |—0,10 957 190 [—0,30 933 622 | + 3
0,2 |—0,10 956 889 |—0,10 647 966 |—0,10 655 853 |—0,10 411 188 |—0,20 271 003 0
0,1 |—0,10410 914 [—0,10 226 971 |—0,10 229 750 [—0,10 100 827 |—0,10 033 472| — 6
0,0 |-—0,10 100 671 (0,10 024 832 |—0,10 025 210 0,10 000 001 |—0,00 000 013 | + 13
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Aqui, também € A, = tg x,—y,. Notemos que os valores de fg x, que
calculdmos tém um erro de arredondamento maximo que pode atingir 2. 10-8
ou mesmo 3.10°8 que é a ordem de grandeza de alguns erros encontrados,
particularmente quando a partir do ponto (x5 ys) fizemos h = —0,1, inte-
grando para tras.

Seguidamente continuamos com a integracdo para a frente a partir do
ponto (x5, ¥5), tendo obtido

X; ¥ 1024,
0,6 0,68 413 719 — 35
0,7 0,84 228 907 — 66
0,8 1,02 963 970 — 114
0,9 1,26 015 959 - —135
1,0 1,55 740 751 + 19

Como exercicio propde-se a determinag¢do da mesma linha integral da
equacdo y' = 1 4+ y? pela aplicagdo dos métodos de Milne melhorado (VIII)
e de Hamming (IX), efectuando os calculos com uma maquina de secretaria
(8 algarismos significativos), obtendo os 4 valores iniciais a partir do quadro
atras.

Sistemas de equacdes diferenciais

Os resultados que obtivemos a proposito da integracdo da equacgdo
diferencial de 1.2 ordem y’ = f(x, y) sdo susceptiveis de facil generalizacdo
aos sistemas de equacgdes diferenciais de 1.2 ordem.

A integracdo de uma equacdo diferencial de ordem n

ym=f(xy9y,y ..yer-1n)
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mediante a introducdo das variaveis auxiliares y,, V;, ... Yo representando as primeiras
n—1 derivadas de y, e fazendo ainda y, =y, reduz-se a integracdo do sistema de n
equagdes diferenciais de 1.2 ordem, envolvendo as n varidveis dependentes y,, y,, ... ¥,
a seguir escrito.

,

dx 7

ay,

dy
d—: =11, Wy Yy oo Yoty V)

Assim, por exemplo, determinar a linha integral da equacgdo diferencial de 2.2 ordem
a@X)y'+b X y*+cx)tgy=ce(x)

com a (x) # o, tal que y (x,) =¥, €y (Xo) =), € equivalente a determinar a solugédo do
sistema de equacdes diferenciais de 1.2 ordem

=1 _y,

dy, _e(x b ,  colgy,

dx a(x) a(x e a (x)
tal que seja y, (X)) =) € 1 (Xo) = Yo

Consideremos o sistema de n equacdes diferenciais

dy
Fj :fl (x: Y Vo ---yn)

d—xz = fo (X, Y1, Yoy - V)

---------------------------------------

Ty =Jn 6 Y1 Ve ¥

onde fi, fs, ... f, representam fungdes continuas das variaveis x, ¥y, Vs, ... ¥,
sendo ¥y, Vs, ... ¥, funcdes a determinar (pela integracdo do sistema).
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De um modo abreviado, este mesmo sistema pode ser representado por

ay; .
aﬁ:fj (x7 yl, yg""yn) para]_:l, 2, 3,...n.

Chama-se solu¢do deste sistema num intervalo a < x < b ao conjunto
de fungdes y, (x), y, (x), ... ¥, (x) admitindo primeiras derivadas y’ (x),
V', (%), ... y' (x) continuas naquele intervalo e verificando as equagdes do
sistema em todos os pontos do intervalo.

Introduzindo notacao vectorial, escreveremos
Y=0, Yy 1)

para representar o vector n-dimensional Y de componentes y, y,, ... ¥ .

n

Usaremos o simbolo || Y || para representar a norma (ou médulo) do
vector Y, sendo

NV =V y2+y+ e oo )

Se as componentes do vector forem fungdes de x, explicitaremos esse
facto escrevendo

Y () =00,y 0, .5 &)

Se um vector F for fun¢do das componentes y, (x) de um vector Y,
escreveremos.

FY)=(f Op Vg oo P 0 Js O Yoo e B s o0 L Wp Yy - 3))

Este vector F (V) diz-se continuo se cada uma das suas componentes
J; Wy ¥y - y,) for continua nas n variaveis y,, ys, ... ¥ .

Com vista ao estudo do sistema dado, definiremos os vectores
V=0pYp¥) ¢ FON=U1 - f)

vindo entdo aquele sistema representado pela equacdo diferencial vectorial

ﬂ = Fx, ¥) (XII)
dx

sendo o vector F (x, Y) continuo em x e ¥, simultidneamente, num dominio

Ditlfgsxgs by~ s ) < By~ <Y, € 0, .. —@ XY < ©)
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Teorema da existéncia e unidade da solugfio da equacdo vectorial:

Dada a equagdo vectorial CfT): = F (x, Y), se existir um vector cons-
X

tante L = (I, I, ... I) tal que, para todo o par (x, Y,) e (%, ¥,) em De+i,
se verifique a relacgio

HF Y)—F(x, Y)ll<I|LI(Y, =Yy,

qualquer que seja x €[a, b], entdo fixado um ponto (x,, Y,) eDn+! existe
um e s6 um vector Y (x) / [a, b] solugdo da equacio diferencial contendo aquele
mesmo ponto, isto ¢, tal que Y (x,)) = Y,.

As formulas de integracdo numeérica da equacio vectorial XII obtém-se
sem dificuldade a partir das que anteriormente estabelecemos. Assim das
formulas (X), por exemplo, vem sob a forma vectorial

Ki=hF(x, Y)
KlehF{x, b ¥+ KH

(XII1)
1 . .
Fopg =Y+ El (R + K,)
ou, explicitando as componentes dos vectores Ko Ky F, ¥, . e ¥, que
ali intervém,
kli’j iy hf] (xi’ yli, yzi, yﬂl)
k2i)§" e hf:? (xi + 1 yli £ klifla yzi £ kliyz’ yin o kli!n)
(XIV)

i i ! i i
y]‘ +1:yj + 5_(k1’f+ kZ’J'

para f=1,2 3, .1

sendo 5 _
yi = (y1l» 21: ynl)
Kli - (kli:h kli!Z’ k]_i"n)

Kzi b (k;’lr kzia% kgi;n)
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Exemplo: Integrar o sistema

y ==z
?=x—y+ 22 no intervalo £ xs

0o | =

sendo y(0)=0 e 2z(0)=2.
Em linguagem vectorial, o problema consiste na determinacao do vector

Y = (y, ?) solugdo da equagao

dyY

— =@ x—y+22
dx

tal que Y (0)= (0, 2).

Fazendo y (x) =y:(x) e 2z(x)=Yy,(x), usando as formulas (XIV),
tendo em conta que neste caso é j =1, 2 e tomando & =0, 1 vem

klial = O:I yai

Bys = 0,1 (%, ="+ 25)

k‘ziu = O:I (yzi . k11i2) )

kzyz == 0:] [xi + 0,1 _'(yli + klwil) + 2 (y2i —l_ k11i2)]
: ; 1 : .

yll_H = }’1’ + '5 (k1al1 T k2r!1)

. . 1 : ;
y2z—|—1 = J’z‘ 4— 7 (klylz + k21I2)

com y;=0 ¢ y:=2

E assim obtivemos os valores expressos no quadro seguinte

. ; ; . ; ; ; a2l 104l 10t | 104
x* k1,4 ks Kay'y ksy's 2% V! ioi ZOI. 10. 10.
1 2

0 0,2000 | 0,4000 | 0,2400 | 0,4700 | 0,0000 | 2,0000 | 0| Of 0] O

0,1 | 02435 | 04750 | 0,2910 | 0,5556 | 0,2200 | 2,4350 | 14 | 18 | 64 | 7,5

0,2 0,2950 0,5613 0,3512 0,6541 0,4872 2,9503 281 39| 58| 13

0,3 0,3558 | 0,6606 | 0,4219 0,7671 0,8103 3,5580 | 48 | 68 | 59 | 19

0,4 | 0,4272 | 0,7745 0,5046 0,8966 1,1991 42719 | 75 |101 | 62 | 24

0,5 — — — — 1,6650 5,1075 | 116 | 143 | 70 | 28
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Neste exemplo é facil calcular a solucdo exacta

y(x) =24+ x—2ex4 3Jxex
2(xX)=1+4 e+ 3xex
com o que podemos calcular os erros
A=y () —y) j=12
bem como os erros relativos

G j=1 2

que em geral s3o os que mais interessam conhecer.
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